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Observacoes

* As palavras com a fonte Courier indicam as
palavras-reservadas da linguagem de
programacao.
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Ordenacao Topologica

 Uma ordenacao topologica de um grafo
aciclico direcionado (GAD) é uma ordenacao
linear de seus veértices, na qual cada vertice
aparece antes de seus descendentes.
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Ordenacao Topologica

 Uma ordenacao topologica de um grafo
aciclico direcionado (GAD) é uma ordenacao
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Ordenacao Topologica

 Uma ordenacao topologica de um grafo
aciclico direcionado (GAD) é uma ordenacao
linear de seus veértices, na qual cada vertice
aparece antes de seus descendentes.
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Ordenacao Topologica
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Ordenacao Topologica

* O grafo abaixo pode ter muitas ordenacoes
topoldgicas.
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Ordenacao Topologica
* O grafo abaixo pode ter muitas ordenacoes

topoldgicas.
e Nao necessariamente a unica.
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Ordenacao Topologica
* O grafo abaixo pode ter muitas ordenacoes
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Ordenacao Topologica

* O grafo abaixo pode ter muitas ordenacoes
topoldgicas.

e Nao necessariamente a unica.

/7,5,311,8,2,9, 10
3,95,7,8,11, 2,9, 10
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Ordenacao Topologica

* O grafo abaixo pode ter muitas ordenacoes
topoldgicas.

e Nao necessariamente a unica.

/7,5,311,8,2,9, 10
3,95,7,8,11, 2,9, 10
5, 7,3,8,11,10, 2,9
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Ordenacao Topologica
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Ordenacao Topologica

* Caso um grafo possua ciclos ou seja hao
direcionado, ndo é possivel estabelecer uma
relacao de precedéncia entre os vertices e,
portanto, € impossivel estabelecer uma
ordenacao topologica.
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Ordenacao Topologica

Caso um grafo possua ciclos ou seja nao
direcionado, ndo é possivel estabelecer uma
relacao de precedéncia entre os vertices e,
portanto, € impossivel estabelecer uma
ordenacao topologica.
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Ordenacao Topologica

Caso um grafo possua ciclos ou seja nao
direcionado, ndo é possivel estabelecer uma
relacao de precedéncia entre os vertices e,
portanto, € impossivel estabelecer uma
ordenacao topologica.

7'

Exemplo:
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Aplicacoes
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Aplicacoes

* Roteiro de instalacao de pacotes.
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Aplicacoes

* Roteiro de instalacao de pacotes.

* O make (makefile).
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Aplicacoes

* Roteiro de instalacao de pacotes.

* O make (makefile).

e Confeccéao de dicionarios.

* Organizacao de banco de dados.
e Sistemas geograficos.

* Alocacao de projetos.
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Historico

28/105



Historico

* Algoritmos de ordenacao topoldgica
comecaram a ser estudados na década de 60,
no contexto da técnica PERT/CPM.
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Historico

* Algoritmos de ordenacao topoldgica
comecaram a ser estudados na década de 60,
no contexto da técnica PERT/CPM.

* O PERT prevé o céalculo da duracao de
atividades complexas a partir da duracao
possivel dessas atividades.
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Historico

* Algoritmos de ordenacao topoldgica
comecaram a ser estudados na década de 60,
no contexto da técnica PERT/CPM.

* O PERT prevé o céalculo da duracao de
atividades complexas a partir da duracao
possivel dessas atividades.

* Exemplo:
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Historico

« O CPM é um método de identificacao do
caminho critico dada uma sequéncia de
atividades, isto €, quais atividades de uma
sequéncia nao podem sofrer alteracao de
duracao sem que isso reflita na duracao final
de um projeto.
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Exemplo
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Exemplo

* Um exemplo simples do encadeamento de
atividades e relacionado na tabela abaixo para
a fabricacao de uma estante.
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Exemplo

* Um exemplo simples do encadeamento de
atividades é relacionado na tabela abaixo para
a fabricacao de uma estante.

Comprar tibuas

Comprar parafusos 1 dia
Cortar as tabuas 2 dias
Pintar as tibuas 1 dia
Montar as tibuas com parafusos 1 dia 4,2
‘Transportar a estante 1 dia 5

o | e 1 |

I @ | | | |
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Exemplo (cont.)
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Exemplo (cont.)

* Considerando que a coluna duracao tenha sido
calculada pelo método PERT, é possivel, com
base na tabela, organizar um grafo do
sequenciamento logico das atividades de
fabricacao da estante:
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Exemplo (cont.)

* Considerando que a coluna duracao tenha sido
calculada pelo método PERT, é possivel, com
base na tabela, organizar um grafo do
sequenciamento logico das atividades de
fabricacao da estante:

— Os veértices representam eventos instantaneos que
caracterizam o inicio e o término das atividades
especificas nos arcos.
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Exemplo (cont.)

* Considerando que a coluna duracao tenha sido
calculada pelo método PERT, é possivel, com
base na tabela, organizar um grafo do
sequenciamento logico das atividades de
fabricacao da estante:
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Exemplo (cont.)

* Considerando que a coluna duracao tenha sido
calculada pelo método PERT, é possivel, com base
na tabela, organizar um grafo do sequenciamento
l0gico das atividades de fabricacao da estante:

- Os vértices representam eventos instantaneos que
caracterizam o inicio e o término das atividades
especificas nos arcos.

- A sequéncia das atividades é o principal ponto destacado.

- O arco pontilhado representa a dependéncia logica da
atividade de montagem das tabuas em relacéo a
atividade de compra dos parafusos.
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Exemplo (cont.)

* Considerando que a coluna duracao tenha sido calculada
pelo método PERT, é possivel, com base na tabela,
organizar um grafo do sequenciamento logico das
atividades de fabricacao da estante:

— Os vértices representam eventos instantaneos que
caracterizam o inicio e o término das atividades especificas nos
arcos.

- A sequéncia das atividades € o principal ponto destacado.

- O arco pontilhado representa a dependéncia logica da atividade
de montagem das tabuas em relacao a atividade de compra
dos parafusos.

- Essa atividade é denominada de atividade fantasma e sua
duracéao e igual a zero (instantanea).
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Exemplo (cont.)
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Exemplo (cont.)

Comprar tibuas 3
Comprar parafusos 1 dia - 5
Cortar as tdbuas 2 dias 1 4
Pintar as tabuas 1 dia 2 5
Montar as tibuas com parafusos 1 dia 4,2 6
Transportar a estante 1 dia 5 -
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Exemplo (cont.)

Comprar tibuas 3
Comprar parafusos 1 dia - 5
Cortar as tdbuas 2 dias 1 4
Pintar as tabuas 1 dia 2 5
Montar as tibuas com parafusos 1 dia 4,2 6
Transportar a estante 1 dia 5 =
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Exemplo (cont.)
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Exemplo (cont.)

» E possivel ainda representar a duracdo de
cada atividade representada no grafo e calcular
0 tempo mais curto (Tc) e o tempo mais longo
de conclusao das tarefas (TI).
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Exemplo (cont.)

» E possivel ainda representar a duracdo de
cada atividade representada no grafo e calcular
0 tempo mais curto (Tc) e o tempo mais longo
de conclusao das tarefas (TI).

T, =4 dias

A-1dia C - 2 dias D-1dia

Tc =4 dias
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Exemplo (cont.)
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Exemplo (cont.)

e Alternativamente, o grafo resultante pode ser
modelado de outra maneira:
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Exemplo (cont.)

e Alternativamente, o grafo resultante pode ser
modelado de outra maneira:

- Tarefas a serem desempenhadas em um projeto
sao representadas por vértices.
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Exemplo (cont.)

e Alternativamente, o grafo resultante pode ser
modelado de outra maneira:

- Tarefas a serem desempenhadas em um projeto
sao representadas por vértices.

- Existe um arco entre as tarefas v e w, caso a tarefa
v obrigatoriamente deva ser terminada antes que a
tarefa w comece.
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Exemplo (cont.)

* Alternativamente, o grafo resultante pode ser
modelado de outra maneira:

- Tarefas a serem desempenhadas em um projeto sao
representadas por vértices.

— EXiste um arco entre as tarefas v e w, caso a tarefa v
obrigatoriamente deva ser terminada antes gque a
tarefa w comece.

- Uma ordenacéo topologica dos vértices fornece uma
maneira de realizar todas as tarefas sem violar as
precedéncias entre tarefas.
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Algoritmos

54/105



Algoritmos

* Existem diferentes algoritmos para ordenacoes
topoldgicas em grafos.
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Algoritmos

* Existem diferentes algoritmos para ordenacoes
topoldgicas em grafos.

* Os algoritmos de melhor desempenho
possuem complexidade linear.
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- Algoritmo de Kahn.
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Algoritmos

* Existem diferentes algoritmos para ordenacoes
topoldgicas em grafos.

* Os algoritmos de melhor desempenho
possuem complexidade linear.

* Algoritmos mais utilizados:

- Algoritmo de Kahn.
- Busca em profundidade (DFS).
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Algoritmo de Kahn
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Algoritmo de Kahn

* O algoritmo de Kahn data de 1962.
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Algoritmo de Kahn

* O algoritmo de Kahn data de 1962.

* Possui como principio determinar a cada
iInstante o0s vertices gque nao possuam arcos de
entrada e inserir na solucao.

62/105



Algoritmo de Kahn

* O algoritmo de Kahn data de 1962.

* Possui como principio determinar a cada
iInstante o0s vertices gque nao possuam arcos de
entrada e inserir na solucao.

* A cada veértice inserido na solucao, todos seus
arcos correspondentes sao removidos do grafo.
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Algoritmo de Kahn

* O algoritmo de Kahn data de 1962.

* Possui como principio determinar a cada
iInstante o0s vertices gque nao possuam arcos de
entrada e inserir na solucao.

* A cada veértice inserido na solucao, todos seus
arcos correspondentes sao removidos do grafo.

e Também detecta a existéncia de ciclos no
grafo.
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Algoritmo de Kahn
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Algoritmo de Kahn

* Terminologia:
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Algoritmo de Kahn

* Terminologia:

- L: lista que contera os elementos da ordenacao
topologica.
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Algoritmo de Kahn

* Terminologia:

- L: lista que contera os elementos da ordenacao
topologica.

- S: conjunto de vertices que nao possuem arcos de
entrada.
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Algoritmo de Kahn

* Terminologia:
- L: lista que contera os elementos da ordenacao
topologica.

- S: conjunto de vertices que nao possuem arcos de
entrada.

- | lista que contera os elementos (vértices) com 0
grau de incidéncia.
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Algoritmo de Kahn

OrdenacaoTopologicaKahn (G)
L « 0@
for each uv € A[G]
I[v] « I[v] + 1
S « vertices com grau de entrada zero (S = pilha)
while S # 0
V « unstack (S)
stack (v, L)
for each u € Adj[vVv]
I[u] « I[u] -1
1f I[u] = 0
stack(u, 9)
return L
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~N~ O o B W N = O

S

Algoritmo de Kahn

/ /

oO|loojlOo|j]OoO|lOC|O|OC|O

L 0
for each uv € A[G]
I[v] « I[v] + 1

@,

S — vertices com grau de entrada zero ,
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~N o o B WN = O

S

Algoritmo de Kahn
L ()

/

= W W ORI N|RR| O =

L —« @
for each uv € A[G]
Tlv] « T|w] # 1

S — vertices com grau de entrada zero R
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~N o o AW N = O

S

Algoritmo de Kahn

4

I
£ |
2
1
3
3
1

=
for each uv € A[G]
Tl «— Tlse] + 1

(?
S — vertices com grau de entrada zero
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N OO U BAW N R, O

= (W W O RN | O |

Algoritmo de Kahn
L (o)

S

while S # @
v« unstackls)
stack (v, L)
for each u € Adj[V]
Iju] = Ik — 1
it Ifu] = 0
stack(u, S)
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~N~ o0 o B W N e O

Algoritmo de Kah

S

n
(o

while S # 0@
V o+ UNstackis)
stack(v, L)
for each u € Adj[v]
T[u] —~ L[u] — 1
if I[u] = 0
stack(u, S)
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N O AW N RO

Algoritmo de Kah

S

N
(o)

while S # @
Vv « unstacki{s)
stack (v, L)
for each u € Adj[V]
I[u] « I[u] -1
if I[u] =0
stackilu, 5)
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~N~ O o B W NN kO

Algoritmo de Kahn
: (*)

S

w 4

I
0
1
2
|
0
3
2
o]

while S # @
V « Ullstacki{S)
stack(v, L)
for each u € Adj[v]
Ifu] « Ifu] -1
if I[u] = 0
stack(u, S)
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N oo AW N =L O

OIN|IW| I O|R|IN|R| O| =

Algoritmo de Kahn
L B

S

while S # 0
7 «— unstackis)
stack(v, L)
for each u € Adj[v]
Ifu] = I[u] — 1
it Elua] = 0O
stackiu, S}
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~N O U bW N = O

O IR W Ok | N|IR=R| QO | -

Algoritmo de Kahn
L (2)

S

while S # @
VY «— unstacki(s)
sbacklvw, L
for each u € Adj[v]
I[u] « I[u] -1
if I[u] = 0
staclklu, &5)
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~N~ o0 o B W N L O

O | N|W| O

Algoritmo de Kah

S

n
()

while S # 0@
v «— unstacki(s)
stack(v, L)
for each u € Adj[v]
Ifu] « I[u] -1
if I[u]l] = 0
stack(u, S)
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~N~ o o A W N P O

O |W| O

Algoritmo de Kahn
¥ 4 (2

4
7

while S # @
Vv — unstack(s)
stack(x, L)
for each u € Adj[v]
Ifu] « Ifu] -1
if ITlu] = 0
stack(u, S)
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Algoritmo de Kahn
: (=)

S

0 4

1 7

2 |1 0

o o

4 10

5|3 .
3 4

6 | 2

710

while S # 0
v <« unstack(S) @ °
stack(v; L)
for each u € Adj|[v]

L) «— iju] I

if I[u] = 0
stacki{u, 5}
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~N~ o o AW = O

OINIW I OO R |0O|O | =

Algoritmo de Kahn
: (o)

S

while S # @
¥ — unstacki(s)
stack (v, L)
for each u € Adj[Vv]
L[a] « L[u] = L
it Ifu] = 0
stack(u, S)
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~N O 1 BREWwW N R O

I

0
0
1
0
0

3

2
0

Algoritmo de Kah

S

n
(=)

4
7
0

while S # @
v «— unstackils)
stack(v, L)
for each u € Adj[v]
I[u] « I[u] -1
if I[u] = 0
stack(u, S)
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~N o 0 B W N -2 O

l

0
0
1
0
0

2

2
0

Algoritmo de Kahn

S L

4
&
0

while S # 0
V < unstack (S)
stack{v, L)
for each u € Adj[v]
Ifu] « Ifu] -1
if I[u] =0
stack(u, S)
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~N~ O o B W N O

OININIOIO|FR|O|O | =

Algoritmo de Kahn
L ()

S

4
7
0
3

1]

while S # 0@
YV «— unstacki(s)
stack (3, L)
for each u € Adj|[v]
I[u] <« E[u] = 1
if I[u]l] = 0
stacki(u, S)
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~N O o BN =R O

Algoritmo de Kah

S

n
(=)

4
7
0
3

1]

while S # 0
V « unstack(S)
stack(v, L)
for each u € Adj[vVv]
Pl = ] = I
if Lju] = 0
stacki{u, S5)
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~N~ oo o BN e O

I
0
0
0
0

S

Algoritmo de Kah

while S # 0

4
7
0
3

1]

V « unstacki(s)

stackiv, 1)

for each u € Adj[v]
I[u] « I[u] -1

if I[u] =
stack (u,

0

S)

n
(>
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~N O BN =R O

Algoritmo de Kahn
: (o)

S

=W O N B

I
0
0
o]
0
0
1
1
0

while S # 0
¥ — unstack (s5)
stack (v, L)
for each u € Adj|[v]
I[u] « I[u] -1
if I[u] = 0
stack(u, S)
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~N~ o o AW -, O

O, | R |O|O0O| 0| O | Q| =

Algoritmo de Kahn
: ()

S

4
7
0
3
1

2]

while S # @
Vv <« unstack (S)
stack (v, L)
for each u € Adj[v]
T[u] « I[u] -1
3t Lkal = 0
stacki{u, S8)
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~N o B W N L, O

B B B B | S | -

Algoritmo de Kah

S

N
(o)

4
7
0
3
1

2]

while S # @
v + unstackis)
stackiv, L)
for each u € Adj[v]
I[u] « I[u] -1
if I[u] = 0
stack(u, S)
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~N~ O o B W N e O

== B I == = i I = O = O

Algoritmo de Kah

S

n
(=)

4
7
0
3
1

2]

while S # 0@
v «— unstacki(s)
stack(v, L)
for each u € Adj[v]
Ifu] <« 2ju] — 1
if I[u] = 0
stack(u, S)
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~N o o B W N = O

Algoritmo de Kahn

S L

Ol O0O|OC | =

N (=W O[NP

while S # @
e G unsEackls)
stack(v, L)
for each u € Adj[v]
Tialh = bijul L
it Tlu]l = 0
stack(u, 5)
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~N OO o BAW N =R O

QI Q| 9Q|Q | Q| Q||| -

Algoritmo de Kahn

while S # @
Vv « unstack (S)
stagkiv, 4
for each u € Adj[V]
Il d 1] = 4
if Ifu] = 0
stackina,; S)

L

4

7

0

3

1

2 :
a (.
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~N~ o0 U B W N -2 O

W | QS |@ | || | G | -

Algoritmo de Kahn
: ()

S

4
i
0
3
1
2
6
5]
while S # @

V <« unstack (S)
stacklv,; L)
for each u € Adj[v]
I[u] « I[u] -1
if I[u] = 0
stack(u,; S)
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Algoritmo de Kahn

()

L

o

=

o

o

o

o

o

o

O = N N < 1N W I~
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Busca em Profundidade (DFS)
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Busca em Profundidade (DFS)

* Terminologia:
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Busca em Profundidade (DFS)

* Terminologia:

- L: lista que contera os elementos da ordenacao
topologica.
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Busca em Profundidade (DFS)

* Terminologia:
- L: lista que contera os elementos da ordenacao
topologica.

— Um vértice pode ser nao marcado,
temporariamente marcado ou definitivamente

marcado.
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Busca em Profundidade (DFS)

* Terminologia:

- L: lista que contera os elementos da ordenacao
topologica.

— Um vértice pode ser nao marcado,
temporariamente marcado ou definitivamente
marcado.

— |nicialmente, todos os vértices sao nao marcados.
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Busca em Profundidade (DFS)

* Terminologia:

- L: lista que contera os elementos da ordenacao
topologica.

— Um vértice pode ser nao marcado,
temporariamente marcado ou definitivamente
marcado.

— |nicialmente, todos os vértices sao nao marcados.

- Ao serem atingidos pela primeira vez, os vértices
sao temporariamente marcados.
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Busca em Profundidade (DFS)

* Terminologia:

- L: lista gue contera os elementos da ordenacao
topologica.

- Um vértice pode ser nao marcado,
temporariamente marcado ou definitivamente
marcado.

- |nicialmente, todos 0s vértices sao nao marcados.

- Ao serem atingidos pela primeira vez, os veértices
sao temporariamente marcados.

- ApOs terem suas dependéncias examinadas, 0s
vertices sao definitivamente marcados.
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Busca em Profundidade (DFS)

* Terminologia:
- L: lista que contera os elementos da ordenacao topologica.

- Um vértice pode ser nao marcado, temporariamente
marcado ou definitivamente marcado.

- Inicialmente, todos 0s vértices sao nao marcados.

- Ao serem atingidos pela primeira vez, os vértices sao
temporariamente marcados.

- ApOs terem suas dependéncias examinadas, 0s vertices
sao definitivamente marcados.

- Caso um veértice temporariamente marcado seja
examinado novamente, o grafo possui pelo menos um
ciclo.
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L P o R

s o = o g &

10

Busca em Profundidade (DFS)

Entrada: Grafo G = (V, A)

L« (:

enquanto existir vértice ndo marcado e sem arcos de entrada faca
selecione um veértice v nao marcado:

visite( G, v, L);

fim

funcado visite(G,v,L)
se v é temporariamente marcado entdao retorna Erro;//deteccio de ciclo ;
se v é njo marcado entao
marque temporariamente v;
para cada arco (vw) faca
| visite(G, w, L);//chamada recursiva da funcdo
fim
marque definitivamente v:
adicione v ao final de L:

fim
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