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Observacoes

* O conteudo dessa aula e parcialmente
proveniente do Capitulo 14 do livro “Data
Structure and Algorithms Using Python”.

* As palavras com a fonte Courier Indicam uma
palavra-reservada da linguagem de
programacao.
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Arvores 2-3

3/50



Introducao

 E uma estrutura alternativa para realizacao de
busca de modo eficiente.

 E uma arvore que pode ter até 3 (trés) filhos.
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Propriedades

» E uma arvore de busca que esta sempre
balanceada e que tem a seqguinte definicao:

— Cada no pode ter uma ou duas chaves.

- Cada no6 nao folha pode ter 2 ou 3 filhos.
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Propriedades

 Todos os nos folhas estao no mesmo nivel.

* Portanto, toda arvore 2-3 é perfeitamente
balanceada.

e Todo nod interno deve conter dois ou trés filhos.
- Se o n6 tem 1 chave, ent&o ele possui 2 filhos.

- Se 0 n0 tem 2 chaves, entao ele possui 3 filhos.
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Propriedades (cont.)

e As arvores 2-3 mantém as propriedades das
arvores binarias de busca.

- Todas as chaves gue sejJam menores do que a
primeira chave de V sao armazenadas na
subarvore a esquerda de V.

left middle right
subtree subtree subtree
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Propriedades (cont.)

e As arvore 2-3 mantém as propriedades das
arvores binarias de busca.

- Se 0 no tem dois filhos, entao todas as chaves
maiores do que a primeira chave dono V e
menores do que a segunda chave sao
armazenadas no meio da subarvore de V.

subtree subtree subtree
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Propriedades (cont.)

e As arvore 2-3 mantém as propriedades das
arvores binarias de busca.

- Se 0 no tiver trés filhos:

* Todas as chaves que sejam maiores que a primeira
chave do V, mas menores do que o segundo no, sao
armazenados no meio da subarvore V.

* Todas as chaves maiores do que a segunda chave sao
armazenados na subarvore a direita.
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Busca

A busca nas arvores 2-3 é bastante similar da
busca nas ABBs.

 NOs devemos iniciar na raiz e seguir a
ramificacao apropriada baseada no valor da
chave alvo.

* A Unica diferenca é que nds temos que
comparar o alvo contra duas chaves, caso 0 no
possua duas chaves, e entao devemos escolher
entre as trés possiveis subarvores.
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Busca

e Assim como numa ABB, uma busca com
sucesso levara a chave em um dos nos da
arvore, enquanto uma busca sem sucesso
levara a um link null.

* Este link null sera sempre em um no folha.

 Arazao para isso € que se um no interior
contém uma chave, ele sempre contém dois
nos.
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Busca

* Algoritmo (busca Kk):
- Se k for igual a alguma chave, entdo encontramos.

- Se k € menor do que a, entdo realizamos a busca
no filho a esquerda.

- Se k esta entre a e b, entdo noés realizamos a
busca no filho do meilo.

- Se k é maior que b, entdo realizamos a busca no
filho a direita.
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Insercao

O processo de insercao € parecido com o método
de insercao das arvores binarias, mas com
algumas adaptacoes.

O primeiro passo € buscar pelo elemento na
arvore.

A busca por um nd nao-existente (novo no) levara
a um no folha.

O préximo passo € verificar se existe espaco
nesse no folha.
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Insercao

e Se 0 no folha contem apenas uma chave, entao
podemos inserir a chave nesse no.

* Exemplo: inserir o elemento 84

Depois ! 98‘ !
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Insercao

* Mas o0 gue aconteceria se a chave do novo
elemento fosse menor do que a chave
armazenada no no folha?

e VVamos inserir o elemento 26 na arvore abaixo:

15/50



Insercao

* As coisas se tornam um pouco mais
complicadas (interessantes) quando o no folha
esta cheio.

e Suponha que vamos inserir o n6 80 na arvore:

Viola a
propriedade!

Crlamos um
novo filho.

==
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Insercao

e Sera necessaria uma operacao de divisao em
duas etapas.

 Primeiro, criamos um novo no e entao
comparamos a nova chave com as duas outras
chaves do no folha (75 e 84).
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Insercao

* O menor valor € inserido no no original.
* O maior valor é inserido no novo no.
* O nO do meio passara a ser o no pali.
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Insercao

 Quando um no € promovido para o nivel de pai,
ele pode ser inserido de modo similar a
insercao de no folha.

* O procedimento € simples, se houver espaco.

(a) Splitting the left child.
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Insercao

* Inserir o elemento 80 (continuacao):.

Before
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Insercao

* O gue aconteceria se 0 no superior (pai) ja
estivesse cheio?

e Suponha a insercao do nd 42 na arvore abaixo:

Betore

O nod (26 e 34) deve ser dividido.
O no 34 deve ser promovido.
O no pai tem duas chaves (55,80).

Esse nd devera ser dividido.

Processo sera repetido até a raiz.
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Insercao

Before
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Insercao

* Quando o novo no precisa ser dividido, um
Nnovo no raiz e criado.

* O no raiz original se torna o filho esquerdo e o
novo no se torna o filho do meio.

Before




e Remover no 70.
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* Remover n6 70 (continuacao)...
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Remocao

* Remover n6 70 (continuacao)...

50 50
30 7090 - 30 90
10/20 40 60 80 100 10/20 40 6080 100
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Remocao

e Remover no 100
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 Remover n6 100 (continuacao)...
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Remocao

 Remover n6 100 (continuacao)...
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e Remover no 80.
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* Remover n6 80 (continuacao)...
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* Remover n6 80 (continuacao)...
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* Remover n6 80 (continuacao)...
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Remocao

* Algoritmo Remover X

1.Localizar o n6 N que contém o nd X.

2.Se N nao é uma folha

1. Trocar X por seu sucessor.
2.Remocao sempre sera nas folhas.

3.Se o no folha N contem outro item, apague X,
senao, tente redistribuir os nds irmaos, se nao for
possivel, junte 0s nos.
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Remocao

* Redistribuicao

S

A=

e Juntando (merge)

-/
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S - Mova o pai para baixo S L
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Remocao

* Redistribuicao
- NO interno nao tem item a esquerda.
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Remocao

* Juntando (merge)
— Redistribuicdo nao é possivel.
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Remocao

e Se 0 processo de merging chegar até araiz e a

ralz estiver vazia, entao remova a raiz.
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Analise de Ordem de Complexidade
ANALZING TIME COMPEXSITY OF 2-3 TREES
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Ordem de Complexidade

* Criacao da arvore
- Complexidade: O(1)
- EXxplicacao:

* Acriacado de uma arvore 2-3 vazia envolve apenas a
Inicializacdo de uma estrutura vazia.

* Nao ha elementos para processar ou alocar.
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Ordem de Complexidade

* Busca
- Complexidade: O(log n).
- EXxplicacao:
* A busca segue o caminho da raiz até um no folha.

* Devido ao balanceamento da arvore, a altura € O(log n).

* Portanto, a busca requer O(log n) comparacoes no pior
caso.
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Ordem de Complexidade

* |nsercao
- Complexidade: O(log n).
- EXxplicacao:

e A arvore 2-3 mantem-se balanceada, entao a altura da
arvore € O(log n).

* Ainsercao requer uma busca para encontrar a posicao
correta, o que leva O(log n) no pior caso.

e Se ainsercao causa um transbordo, pode ser necessario
dividir nds, mas cada divisao e propagacao para cima
também é O(log n).
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Ordem de Complexidade

* Remocao
- Complexidade: O(log n).
- EXxplicacao:

* Aremocao pode envolver uma busca inicial para localizar o
elemento, que é O(log n).

* Aremocao pode necessitar de fusoes ou redistribuicoes para
manter as propriedades da arvore, mas essas operacoes
também sao limitadas pela altura da arvore, O(log n).

* No pior caso, a remocao e todas as operacoes de
reequilibrio s&o O(log n).
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Ordem de Complexidade

* Destruicao
- Complexidade: O(n).
- EXxplicacao:

 Destruir uma arvore 2-3 envolve liberar a memoria de
todos 0s nos.

« Cada no deve ser visitado uma vez, e como ha n nds, a
complexidade € O(n).
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Ordem de Complexidade

* Resumo das complexidades:

Operagao
Criacao
Insercao
Busca

Remocao

Destruicao

Complexidade
0(1)
O(log n)

O

(
O(log n)

(log n)

(

O

n)
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Exercicios
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Exerciclos

Quais sao as propriedades de uma arvore 2-3?

Descreva as diferencas entre um no 2-n6 e um nd 3-n0 em uma
arvore 2-3.

Quantas chaves, no maximo, pode conter uma arvore 2-3 de altura 27
Qual o numero minimo de chaves em uma arvore 2-3 de altura 2?
Pense e/ou desenhe exemplos dessas arvores.

Desenhe a arvore 2-3 que resulta da insercao das chaves [10, 1, 20,
30, 18, 25, 24, 11, 3], nesta ordem, em uma arvore inicialmente vazia.

O gue representa o0 2-3 no nome da arvore 2-37?

Os dados numa arvore 2-3 sdo mantidos ordenados? Justifigue a sua
resposta.
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Exerciclos

* Qual é a vantagem do uso de arvores 2-3 quando
comparadas com arvores binarias de busca?

* Margue alternativa correta a respeito da ordem de
complexidade da operacao de busca em uma arvore
2-3:

a) ©(1)
b) ©(N)
c) ©(log,N)
d) ©(log;N)
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Exerciclos

* Considere a arvore 2-3 abaixo e responda ao
gue se pede:

a) Como ficaria a arvore apos a remocao do n6 00087
b) Como ficaria a arvore apos a remocao do n6 00067

C) Se eu realizar a operacao de remocao do elemento
0006 e, em seguida, a operacao de insercao do
elemento 0006, as arvores antes e depois das
operacoes seriam idénticas? Goen

49/50



Exerciclos

* Qual € o numero maximo de elementos que
podem ser inseridos na arvore abaixo sem

aumentar a sua altura?
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