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Observacoes

* O conteudo dessa aula e parcialmente
proveniente do Capitulo 13 do livro “Data
Structure and Algorithms Using Python”.

* As palavras com a fonte Courier Indicam uma
palavra-reservada da linguagem de
programacao.
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Introducao

* Sao exemplos de estruturas que organizam 0S
dados de maneira linear (sequencial):

- Array.
— Lista.

- Lista ligada.
- Pilhas.

- Fllas.
* Todas tém uma nocao de anterior e posterior.
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e A estrutura de dados do tipo arvore permite
organizar os dados de maneira hierarquica.

5/64



Introducao

e A estrutura de dados do tipo arvore permite
organizar os dados de maneira hierarquica.

VAN
ya _,;—H,__:;J____:_-———--x\
= N
,= y 5 / N
/ C A o — x'l
s (I —— f_'r\“ R
|| '1|.’ Vo i '*| C I | C ] |“f \ﬁl I'||
| A ' f
\ [_"JII| \ \ N I|I [ )
" ) [_f_;' t[-ﬂ —
o — o ~| e I_.-‘__ ﬂh"'\-\_____,ff
|I "-.I‘
."' (?H
|III I|
I."I II'.
el e

<7 SN N 5/64



Introducao

6/64



Introducao

» Util para uma série de problemas:

6/64



Introducao

» Util para uma série de problemas:
- Mineracao de dados.

6/64



Introducao

» Util para uma série de problemas:

- Mineracao de dados.
- Sistemas de banco de dados.

6/64



Introducao

» Util para uma série de problemas:

- Mineracao de dados.
- Sistemas de banco de dados.
- Inteligéncia artificial.

6/64



Introducao

» Util para uma série de problemas:

- Mineracao de dados.

- Sistemas de banco de dados.
- Inteligéncia artificial.

— Sistemas operacionalis.

6/64



Introducao

» Util para uma série de problemas:

- Mineracao de dados.

- Sistemas de banco de dados.
- Inteligéncia artificial.

— Sistemas operacionalis.

6/64



Introducao

7164



Introducao

* Inteligéncia artificial

7164



Introducao

* Inteligéncia artificial
- Arvores de deciso

7164



Introducao

* Inteligéncia artificial
- Arvores de decis&o

Aparéncia chuva

sol

<=78 nao

) Nao Mao .
Sair Sair Sair Sair

7164



Introducao

8/64



Introducao

* Processamento de Linguagem Natural

8/64



Introducao
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Estrutura de Dados

 Uma arvore é formada por:

— NOs (nodes)
* Armazenam o0s dados.
- Vertices (edges)
* Par de nds sao ligados por vertices.
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no raiz que esta conectado por vertices a zero ou
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e Cada subarvore é também considerada como
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Mas também é uma arvore!
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* Raiz (root)

— O no no nivel mais alto € chamado de no raiz (root
node).

— Ele fornece o ponto de acesso para a estrutura.

- E 0 Unico n6 na arvore que ndo tem uma aresta de
entrada.

- Toda arvore nao-vazia deve conter um no raiz.
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Elementos da Estrutura Arvore

 Caminho (path)

- Os demais nos da arvore sao acessados atraves
dos vértices.

- Os nods encontrados ao seguir 0s vertices a partir
do no raiz formam o caminho (path).
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 Caminho (path)

Nodes T, C, R, and o
K form a path
from T to K.
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 Caminho (path)
- CaminhodondoTateK: T - C - R - K

Nodes T, C, R, and o
K form a path

from T to K.
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* Pais (parent)

- Cada n0, com excecao da raiz, tem um no pai.

- Um no pode ter apenas um no pai.

- Exemplo:

B and G are
children of node X.

X 1s the parent of
nodes B and G.

B and G are
siblings.
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Elementos da Estrutura Arvore

* NOs
- NO que tem pelo menos 1 filho € chamado de né
Interior.
- NO que nao tem filho € chamado de no folha (/eaf).
- Exemplo:

The gray nodes
are mnterior nodes.

The white m:rde.

are leaves. e
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Elementos da Estrutura Arvore

e Subarvores

- Por definicdo, uma arvore € uma estrutura
recursiva.

- Todo no pode ser raiz da sua propria subarvore.
- Exemplo:

Every node is the root
of its own subtree.
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Elementos da Estrutura Arvore

* Grau
- Representa o numero de subarvores de um no.
* Grau de uma arvore

- E definido como sendo igual ao maximo dos graus
de todos 0s seus nos.
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e As arvores podem aparecer em varios
formatos.

* Elas podem variar o numero de filhos
permitidos por no.

e Uma arvore bastante usada é a arvore binaria,
em que cada no pode ter, no maximo, dois
filhos por no.

e Os filhos podem ficar a esquerda ou a direita.
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Arvores Binarias

* Propriedades

- Arvores binarias podem aparecer em diferentes
formatos e tamanhos.
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Arvores Binarias

* Propriedades

- Exemplo de trés formatos distintos para uma
arvores binaria com 9 nés:
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e Tamanho da arvore

- Os nds em uma arvore binaria sao organizados em
niveis (levels), onde o nod raiz esta no nivel 0, os
seus filhos no nivel 1, etc.

Nivel O

Nivel 1

Nivel 2
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* Altura (height)

- E o numero de niveis de uma arvore.

- Exemplo:
® 5 © 7
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- E o nimero de nés no nivel que contém a maioria
dos nos.
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- O tamanho maximo de uma arvore € o numero de
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Arvores Binarias

* Qual é a altura minima de uma arvore binaria
com n nOs?

- Cada nivel i tera 2! nés.

level [ nodes
0 2=1
el
2 22=4
3 2’ =8

h-1 A 32/ 64
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* Qual é a altura minima de uma arvore binaria
com n nOs?

n=204+214 224 42014 od
n=2d*1_1
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* Qual é a altura minima de uma arvore binaria
com n nOs?

n=204+214 224 42014 od
n=20+1_1
d=log(n+1)-1
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Arvores Binarias

* Arvore binaria completa (complete binary tree)

- E uma arvore completa em todos os niveis, exceto
possivelmente o ultimo.

- Exemplo:

perfect tree
down to
height h-1

slots on the lowest
level filled from

left to right. h‘
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estritamente binaria
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 Comparacao

(a) (b) binaria completa (c) binaria cheia

estritamente binaria
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Arvores Binarias

* Arvores binarias sdo comumente implementadas
como estruturas dinamicas, assim como fizemos com
as listas ligadas.

 Uma arvore binaria € uma estrutura de dados que
pode ser usada para implementar diferentes tipos
abstratos de dados (TAD).

 Para a sua implementacao, nos devemos
explicitamente armazenar em cada no as ligacoes
(links) para os dois nas filhos juntamente com 0s
dados armazenados em cada no.
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Arvores Binarias

e Classe N6

1 # The storage class for creating binary tree nodes.
2 class _BinTreeNode :

3 def init__( self, data ):

4 self.data = data

5 self.left = None

6 self.right = None
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 Exemplo de implementacao fisica da AB:
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Arvores Binarias - Varredura

* A operacao de varredura € uma das mais
Importantes na manipulacao de colecoes de
dados.

* O objetivo aqui € percorrer toda a colecao,
acessando um elemento de cada vez.
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* Como seria a busca em uma lista ligada?

— Bastaria iniciar do primeiro no e percorrer a lista,
seguindo as ligacoes, até o ultimo no.

* Mas seria possivel visitar cada n0 em uma
arvore binaria?

— Nao existe um Unico caminho que parta da raiz e
consiga visitar todos 0s nos.

- As arvores podem ser percorridas de varias formas.
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Arvores Binarias - Varredura

* Existem varios metodos de varredura
(caminhamento) em arvores, gue permitem
percorré-la de forma sistematica e de tal modo
gue cada nod seja visitado apenas uma vez.
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e Pré-fixado

e Visita a raiz.
* Percorre a subarvore da esquerda.
 Percorre a subarvore da direita.

visit the node 1

3 traverse the
right subtree

traverse the 2
left subtree
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* Afuncao para caminho pré-fixado:
- Funcao recursiva.

- O parametro sera uma subarvore:

* Referéncia null (None) ou
* Referéncia para o no raiz de uma subarvore.

def preorderTrav( subtree ):
if subtree 1is not None :
print( subtree.data ) N
preorderTrav( subtree.left )
preorderTrav( subtree.right )
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e Caminhamento pré-fixado

- Dada uma arvore binaria de tamanho n, o
caminhamento completo dessa arvore visitara cada

nO uma unica vez.

— Se a operacao de visita reguerer tempo constante,
entao o tempo de caminhamento sera feito em

O(n).
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e Central

* Percorre a subarvore da esquerda.
* Visita a raiz.
 Percorre a subarvore da direita.
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* Exemplo de caminhamento central
N
@ 1. Traverse the left subtree.

2. Visit the node.
3. Traverse the right subtree.

D-B-H-E-A-F-C->I1-G->J
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- Funcao recursiva.

- O parametro sera uma subarvore:
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* Afuncao para caminho central:

- Funcao recursiva.

- O parametro sera uma subarvore:

* Referéncia null (None) ou
* Referéncia para o no raiz de uma subarvore.

def 1norderTrav( subtree ):
if subtree is not No
inorderTrav( subtree.left )

print( subtree.data )
inorderTrav( subtree.right )
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51/64



Arvores Binarias - Varredura

52/ 64



Arvores Binarias - Varredura

e POs-fixado

52/ 64



Arvores Binarias - Varredura

e POs-fixado

* Percorre a subarvore da esquerda.

52/ 64



Arvores Binarias - Varredura

* PoOs-fixado
* Percorre a subarvore da esquerda.
* Percorre a subarvore da direita.

52/ 64



Arvores Binarias - Varredura

* PoOs-fixado
* Percorre a subarvore da esquerda.

 Percorre a subarvore da direita.
* Visita a raiz.
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. Traverse the left subtree.
. Traverse the right subtree.
. Visit the node.
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 Exemplo de caminhamento pos-fixado
o I. Traverse the left subtree.
% 2. Traverse the right subtree.
: 3. Visit the node.

D-H-E-B-F-I1-5J-G-C-5A
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* Afuncao para caminho pos-fixado:
- Funcao recursiva.

- O parametro sera uma subarvore:

* Referéncia null (None) ou
* Referéncia para o no raiz de uma subarvore.

- O no raiz € sempre visitado por ultimo.

def postorderTrav( subtree ):
if subtree 1is not None : N

postorderTrav( subtree.left )
postorderTrav( subtree.right )
print( subtree.data ) 54764
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Caminhamento em Largura

* Os caminhamentos pré-fixado, central e pos-
fixado sao exemplos de busca em
profundidade.

* Outra forma de pesquisa € o caminhamento
em largura (breadth-first).
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Caminhamento em Largura

* Nao é possivel usar funcoes recursivas nesse
tipo de caminhamento.

 Uma alternativa é usar uma estrutura do tipo Fila.
* Algoritmo:
- Inicia pelo no raiz.

- Durante cada iteracéao, nos removemos o no da fila,
visitamos o0 no, e entdo adicionamos 0s seus filhos a
fila.
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Caminhamento em Largura

* Nao e possivel usar funcdes recursivas nesse tipo
de caminhamento.

 Uma alternativa € usar uma estrutura do tipo Fila.

* Algoritmo:
- Inicia pelo no raiz.

- Durante cada iteracao, nés removemos o no da fila,
visitamos o nod, e entao adicionamos os seus filhos a fila.

- O algoritmo termina quando todos os nos tiverem sido
visitados.
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Caminhamento em Largura

* Exemplo de codigo:

1 def breadthFirstTrav( bintree ):

2 # Create a queue and add the root node to 1it.

3 Queue ¢

4 g.enqueue( bintree )

5

6 # Visit each node in the tree.

7 while not q.isEmpty()

8 # Remove the next node from the queue and visit 1t.
9 node = q.dequeue()

10 print( node.data )

11

12 # Add the two children to the queue.

13 1f node.left 1s not None :

14 g.enqueue( node.left )

15 1f node.right 1is not None

16 g.enqueue( node.right ) 58 / §4




Para pensar...

Como seria possivel representar uma
expressao tal como (9 + 3) * (8 — 4)
em uma arvore binaria?
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Exerciclos

Dada uma arvore binaria de tamanho 76, qual € o numero
minimo de niveis que ela pode ter? E qual seria 0 numero
maximo de niveis?

Qual € o nimero maximo de nos de uma arvore binaria de 5
niveis?

Qual é a altura minima de uma arvore binaria com 31 n6s? E a
altura maxima?

Considere uma arvore binaria de 15 nos. Qual € o numero
maximo de folhas que essa arvore pode ter?

Uma arvore binaria de altura 4 pode ter no maximo quantos
nos? Justifigue sua resposta.
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Exerciclos

* Considere a arvore abaixo e faca o que se pede:

- Mostre a ordem em gque 0s nds seria visitados para
cada caminhamento visto em sala de aula.

- ldentifique os nos folhas.
- ldentifigue 0s nos internos.
— Liste todos os nés do nivel 4.

- ldentifigue a profundidade do no 2.
- Quem séao as ascendentes do no 47
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Exerciclos

e Considere as arvores binarias abaixo e
responda ao que se pede:

- Elas sao balanceadas?
- Elas sao perfeitamente balanceadas?

- Liste 0s n0s conforme os varios tipos de
caminhamento vistos em sala de aula.

a) (1(2(4) (3) 3 (6) (7))
b) (A (B (D (F)) (B)) (C (G (H))));
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Exerciclos

* Dado a arvore a sequir, liste a ordem dos noés
visitados em cada um dos percursos estudados:

A
[\
B C
[\ o\
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Exerciclos

* Implemente a funcao treeSize (root) para
calcular o nUmero de nds de uma arvore
binaria.

* Implemente a funcao treeHeight (root)
para calcular a altura de uma arvore binaria.
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